Losungen Exp&Log 8: Graphen von Exponentialfunktionen
Klasse 155¢c / AGe

1. Wenn wir den gegebenen Punkt einsetzen, ergibt sich je eine Potenzgleichung, die wir mittels Wurzelziehen
oder Hochrechnen I6sen:

(@) a*>=16 = a=V16=4 = f(z)=4"

(b) a?=16 = a=16>=25

2. Es ergeben sich die folgenden Graphen:

Wir bemerken: Im Bereich der positiven Stellen z verlauft der Graph von g(z) = 3% iliber demjenigen von

f(x) = 2%, aber im Bereich negativer Stellen ist es gerade umgekehrt. Beide Graphen haben fiir z — —oco
die z-Achse als Asymptote.

3. Hier die zugehorigen Graphen:

Der Parameter c legt die Hohe fest, auf der der Graph von c- 2% die y-Achse durchquert. Damit wird zudem

definiert, ob sich die Exponentialfunktion fiir z — oo gegen +o0o oder gegen —oo entwickelt resp. ob die
Funktion streng monoton steigend oder streng monoton fallend ist.



4. Hier erhalten wir die folgenden Graphen:

Der Parameter b legt fest, auf welchen Schritt sich der Basisfaktor 2 bezieht. Bei negativem b ist dies ein
Schritt nach links. Daher sind die Exponentialfunktionen mit negativem b gegen links zunehmend resp.
gegen rechts abnehmend.

Bei grosseren Schritten erfolgt die Veranderung des Funktionswertes langsam, bezieht sich der Basisfaktor
2 hingegen auf einen kleineren Schritt, so erfolgt eine raschere Verdnderung.

5. Die y-Hohe der Asymptote liegt jeweils direkt den Parameter D fest. Danach kann man mit unterschiedlichen
Methoden die verbleibenden Parameter fy und a bestimmen. Ich zeige hier verschiedene Varianten vor,
sodass alles allermindestens einmal vorgezeigt wurde. Alle Losungen lassen sich bestens durch Eingabe in
GeoGebra iiberpriifen — das wiirde ich sehr anraten:

(@) D = 0. Nun schneidet der G die y-Achse auf der Hohe 1 (iiber D), wie es bei unmodifizierten
Exponentialfunktionen der Fall ist. Folglich ist fy = 1. Weiter vergrossert sich der Funktionswert
(iiber der Hohe D) iiber 6 horizontale Einheiten hinweg um den Faktor 9. Es gilt also:

=107 0= (a1 = (57 = (8) - 35

(b) Nun ist D = —2. Die Angabe von drei weiteren Punkten ist eigentlich zu viel. Es ist nicht selbst-
verstandlich, dass alle drei Punkte auf derselben Exponentialkurve liegen. Wir verwenden nur zwei
Punkte und Gberpriifen dann, ob die erhaltene Funktionsgleichung auch zum dritten Punkt passt.
Der Punkt in der Mitte (iiber z = 0!) liegt 2 Hauschen iiber der Asymptote. Damit betragt der
Anfangswert fo = 2. Der Punkt zwei Einheiten weiter rechts liegt nur noch 1 Hiuschen der Asymptote.
Somit kommt der Faktor % pro 2 Horizontalschritten einmal zur Anwendung, woraus wir folgern:

= @) o () )

Uberpriifen wir noch, ob der linke Punkt ebenfalls auf dem Funktionsgraphen liegt:

f(—2):2-<%>_2—2:2-(\/5)2—2:2-2—2:4—2:2 v

(c) D = —3. Uber 2 = 0 hat der Graph eine Hohe von 1 iiber der Asymptote = fy = 1 und 1 Einheit
weiter rechts sind es 3 Einheiten tiber D. Damit muss a = 3 sein:

fl®)=1-31 —=3=3"-3




(d) D = 3. Bei x = 0 liegt der Graph 1 Einheit unterhalb von D und bei x = 1 sind es dann schon 5
Einheiten. Somit ist fy = —1 und a = 5:

fx)=—-1-5T +3=-5"+3

(e) D = 0. Nun kdnnen wir Fy allerdings nicht mehr direkt iiber der Stelle z = 0 ablesen. Wir kénnten
zwar vermuten, dass fo = % ist, aber weil dort kein Punkt eingetragen ist, diirfen wir nicht von dieser
Voraussetzung ausgehen. Nun gibt es zwei mehrere Wege.

Variante Gleichungssystem: In den Ansatz f(z) = fo-a®+ 0 = fo - a® kdnnen wir die beiden
gegebenen Punkte einsetzen und erhalten so zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte. Dieses Glei-
chungssystem l3sst sich sehr direkt und einfach |Gsen:

‘f(_Q)il & a=vV4

!
f(1) =4
4 4
= Vi=4 & = =_

fO fO \S/ﬁ_l 4%

Damit ist auch klar, dass iiber 2 = 0 effektiv nicht der Wert 2 vorliegt: f(0) = 2V/2 ~ 2.52.

Wachstumsfaktor ablesen: Alternativ zum Gleichungssystem koénnen wir fast wie bis anhin den
Woachstumsfaktor ablesen: Bei der Stelle x = —2 liegt der Funktionswert 1 Einheit iiber der
Asymptote. Drei Einheiten weiter rechts, liber x = 1, ist er auf 4 Einheiten iiber D angewachsen.
Damit folgt fiir den Wachstumsfaktor:

fo-a2:1' fo-a™? 1 1

1
= = - =4 _— = =
fO'a1:4 fo-a 4 as 4
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—25 =202 = f(z)=2V2-(V4)"

4
a® = 1= 4 & a=+V4

Nun konnen wir einen der beiden Punkte in den Ansatz f(z) = fo - (\?’/Z)x einsetzen, um den

Parameter fy zu bestimmen:
4 4
Mit Verschiebung arbeiten: Im Prinzip sind wir mit etwas Ubung und dem Wissen um Funktions-
parameter auch jetzt in der Lage die Funktionsgleichung ganz direkt abzulesen. Wir kdnnen wie
folgt denken: Der gezeigte Funktionsgraph entspricht einem Funktionsgraphen, der mit einem
Wachstumsfaktor a iiber der Stelle x = 0 durch die Héhe y = 1 ging, aber danach noch um 2
Einheiten nach links verschoben wurde. Nach wie vor wichst die Hohe iiber der Asymptote, also
hier iiber y = 0 in 3 Einheiten um den Faktor 4 an. Nun folgt ganz direkt fiir die Funktion f(z):

flo)=1-4" =45 .45 =23 . (V4)" =292 (V4)"

Natiirlich ist die direkte Methode am Ende die anspruchsvollste. Gleichzeitig ist sie so schwierig nun
auch nicht. Man muss dafiir vor allem genau wissen, welcher Parameter wofiir steht und wie Funkti-
onsgraphen durch Parameter verandert werden.

(f) D = —2. Ich gehe genau gleich vor wie unter (e) und zeige die drei Varianten.

Gleichungssystem: Aus dem Einsetzen der beiden Punkte in den Ansatz f(x) = fy - a® — 2 folgt:

;_ Ao P 5 4
f(4) ' 1 f0a5 2 1 fo a5 1 = a_4:_ & a=4
f(5) = 2 Jfora®—2=2 Jora®=4 at 1
1 1 1
fo < o= = 355 1@) = 355




Wachstumsfaktor ablesen: Bei + = 4 betrdgt der Abstand zur Asymptote 1 Einheit, bei z = 5,
also eine Einheit weiter, sind es dann 4 Einheiten. Somit erhalten wir den Wachstumsfaktor a,
konnen damit den Funktionsansatz weiter vervollstandigen und ermitteln den letzten Parameter
fo via Punkt einsetzen:

4
d=1=4 = f@=fo4-2 = fA) =fo-44—2= -1 o fo-44=1
11 1
= — = — :—-4$—2
e h=mTgg ¢ @ =55

Mit Verschiebung arbeiten: Betrachte die Funktionen als eine um 4 Einheiten nach rechts verscho-
bene Exponentialfunktion, deren Graph vor der Verschiebung durch den Punkt (0, —1) verlduft.
Wir folgern ganz direkt:

r—4 1
=141 —2=4"%.4"_2= =_— 4% -9
f(z) T f(z) 556

D = 3. Auch hier gibt es die drei Varianten, jetzt allerdings ohne grossen Kommentar:
Gleichungssystem: f(z) = f; - a® + 3. Punkte einsetzen!

! _ fo
f=4) = -1 fora™t+3=-1 = — w1
: = | fhea?ts=2| T |h__1| T w71
f(=2) =2 0 2 = 2%
1 1 7o 1
2
< =- = == =2 —=-1 & 4fp=-1 & = —-
2
1 1\*
r@=-1(3)
Wachstumsfaktor ablesen: 4 Einheiten unter D bei x = —4, 1 Einheit unter D bei z = —2 =

Verkleinerungsfaktor von i pro 2 horizontale Einheiten, also:

T -2
d=g = a=y = J@=f(3) +3 = JD-he(3) +3L2
= f0-22:—1 S Afo=-1 < f():—i = f(x):—i'<%>x+3

Mit Verschiebung arbeiten: Verschiebung um 2 Einheiten nach links!
T+2

2 x
1\ 2 1\2 [1\2 1 /1\"
==t (5) Tre=-(5) - (5) e (g)
Fiir eine horizontale Verschiebung um 2 Einheiten nach links sind alle = durch = + 2 zu ersetzen:

g(z) = f(z+2)=3""=3".32=9.3"

Um am Ursprung zu spiegeln muss die Funktion erstens an der y-Achse gespiegelt werden (xz — —x)
und anschliessend auch noch an der z-Achse (ganze Fkt. mit —1 multiplizieren). Zusammen bedeutet
dies:

fll@)=—f(-2)=-37"
Nun soll diese Funktion noch um 3 Einheiten nach rechts verschoben werden (x — x + 3), also:

1 1\*
— / —_ — 7(1.4"»3) = — - -3 —_ — . —
g(x) = f'(x +3) 3 373 5= (3)

Die Verschiebung nach oben ist simpel:
flla) =3 +2
Die Spiegelung an der z-Achse danach ebenfalls:

gla) = —f'(x) = (3" +2) = =3" —2



