Einfiihrungsbeispiel: In einer Bakterienkultur betragt die Verdoppelungszeit 20 Minuten. Zu Be-
ginn sei nur 1 Bakterium vorhanden.

Wie gross ist die Bakterienzahl N...

1. nach 20 Minuten, 40 Minuten, 1 Stunde?
2. allgemein nach = Verdoppelungszeiten? Funktion N(z) =...7
3. nach 90 Minuten, nach 157 Minuten?
4. allgemein nach der Zeit ¢? Funktion N(t) =...7
5. Skizziere den Graphen von N(x) resp. von N(t) im folgenden Diagramm.
6. Was wiirde sich an N(x) resp. N(t) andern, wenn wir zu Beginn mit Ny = 1000 starten
wiirden?
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Rekapitulation

e Der Wert der Exponentialfunktion
f(x)=fo-a%a mit o€ R\ {1} und X,eR"

wird pro Schritt X, auf der z-Achse genau einmal mit dem Faktor a multipliziert.
Dabei ist fy der Funktionswert bei x = 0, also der Start- oder Anfangswert.

e In der Mathematik betrachten wir oft den Fall X, = 1, sodass die Exponential-
funktion in der Form

f(x) = fo-a"
notiert werden kann. Nun ist a der Faktor, mit dem der Funktionswert pro
horizontaler Einheit 1 einmal multipliziert wird.

e In nahezu allen “realen” Anwendungen von Exponentialfunktionen empfiehlt es
sich hingegen, den Bruch & im Exponenten stets zu notieren. So weiss man
immer, auf welchen Schritt X, sich der Faktor a eben bezieht.

108 | N (t) = Anzahl noch vorhandener Kerne
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Beispiel: Zerfallsgesetz bei radioaktiven Zerfillen

Ein Kohlenstoff-Atomkern beinhaltet stets 6 Protonen — sonst ware es kein Kohlen-
stoff. Er kann aber unterschiedlich viele Neutronen enthalten. Unter allen Kohlenstoff-
atomen kommt in der Natur das /sotop C—12 am haufigsten vor. Sein Kern besteht
aus 6 Protonen und 6 Neutronen und ist stabil. Das bedeutet, er bleibt von sich aus
auf unendlich lange Zeit so bestehen.

Anders sieht das beim Kern des C—14-Isotops aus, wo der Kern 8 Neutronen
enthalt. Dieser Kern ist sogenannt radioaktiv, also instabil, und wird sich von alleine
irgendwann umwandeln. Diese Umwandlung wird als radioaktiver Zerfall bezeichnet,
denn dabei wird hochenergetische Strahlung freigesetzt (engl. radiation = Strahlung).
Nach diesem Zerfall ist der C—14-Kern zum stabilen Stickstoff-Kern N—14 geworden.

Wir kénnen nicht voraussagen, wann genau sich ein jetzt vorhandener C-14-Kern
umwandelt. Vielmehr gibt es dafiir lediglich eine Wahrscheinlichkeitsangabe: Pro 5730
Jahre besteht eine Wahrscheinlichkeit von 50 %, dass der Kern radioaktiv zerfallt. Bei
einer grosseren Anzahl von C—-14-Atomen wird aus dieser Wahrscheinlichkeit fiir den
einzelnen Kern eine statistische Aussage fiir die Gesamtmenge: Nach 5730 Jahren
werden nur noch 50 % aller anfanglichen C—14-Kerne vorhanden sein. Nach weiteren
5730 Jahren sind dann nur noch 25 % der Anfangsmenge iibrig, etc.

Diese Statistik wird folglich durch die Exponentialfunktion

N(t) = Ny - @) &z

beschrieben, die unter dem Namen Zerfallsgesetz bekannt ist. Ist zum Zeitpunkt
t = 0 die Anzahl N radioaktiver Kerne vorhanden, so sind davon zum Zeitpunkt ¢
noch N(t) Kerne iibrig. Pro Halbierungs- oder Halbwertzeit T’ ;, wird die Menge der
noch vorhandenen Kerne genau einmal halbiert, also mit dem Faktor % multipliziert.

Fragestellungen

1. Notiere das Zerfallsgesetz fiir C-14 bei anfinglichen Ny = 6.4-10'3 radioaktiven
Kernen.

Wie viele Kerne sind nach genau 100000 Jahren noch vorhanden?
Skizziere den Verlauf der noch vorhandenen Kerne von ¢ = 0 bis ¢ = 5T 5.
Nach welcher Zeit sind nur noch 2 - 102 C-14-Kerne iibrig?

Schatze (1), nach welcher Zeit nur noch 2% von N vorhanden sind.

Berechne das Resultat von (e) mit dem TR.

N o o & W D

. Wie hangt das Resultat von (e) vom Anfangswert Ny ab?



Bisher: Pro Horizontalschritt X, verandert wird der Wert der Exponentialfunktion

f(x) = fo-a%a

genau einmal mit dem Faktor a multiplizitert.

Fragen: Woher kommt dieses Veranderungsverhalten im konkreten Anwendungsfall?

Oder anders: Weshalb treten Exponentialfunktionen so haufig in Erscheinung
und sind nichts Ungewohnliches?

Beispiel: Anna und Bruno finden auf der Strasse eine 100-Franken-Note. Er zu ihr:

“Wenn wir dieses Geld auf ein Jugendsparkonto mit einem Jahreszins von 2%
legen, so haben wir nach einem Jahr 102 Franken.” Sie zu ihm: “Ja, und nach
zwei Jahren waren es dann 104 Franken und 4 Rappen.” Da runzelt Bruno die
Stirn: “Wie kommst du denn da drauf?”

Nochmals in Worten: Bei einer Verzinsungsperiode von T, = T}, = 1 Jahr bezieht

Wir

sich der Zinssatz p auf den zu Jahresbeginn vorhandenen Kontostand K. Der
Zins z1 = p - Ky wird Ende des Jahres zum Kontostand addiert:

Ki=Ky+zn=Ky+p- Ky

Das bedeutet aber, dass zu Beginn des zweiten Jahres ein grosserer Kontostand
K als zu Beginn des ersten Jahres vorhanden ist. Somit wird im zweiten Jahr
auch der Zins z; grosser sein als im ersten Jahr, namlich

2=p-Ki=p- (Ko+2z)=p-Ko+p-z1=p-Ko+p° - Ko

Der Zins des ersten Jahres wirft im zweiten Jahr selber den zusatzlichen Zins
p- 2z = p?- Ky ab, sodass wir vom Zinseszins sprechen.

halten ganz bewusst fest: Die Veranderung AK unseres Funktionswertes K
— also der Zins z — ist proportional zum Funktionswert K zu Beginn des be-
trachteten Schrittes. Kurz und allgemein:

AK ~ K resp. Af~f

Wir haben gezeigt, dass genau diese Aussage mathematisch auf eine Expo-
nentialfunktion fiihrt! Exponentialfunktionen sind also genau diejenigen Funk-
tion, bei denen die Verdnderung des Funktionswertes pro Schritt proportional
zum Funktionswert selber ist. Ein grosser Funktionswert fiihrt zu einer gros-
sen Veranderung, ein kleiner Funktionswert zu einer kleinen Veranderung. Der
Proportionalitatsfaktor — im obigen Beispiel der Prozentsatz p — libernimmt die
Rolle der Proportionalititskonstanten:

Af=p-f



11. Unendliche Verkiirzung der Zinsperioden

Uberlegung: Anna und Bruno unterhalten sich weiter. Bruno: “Wie wire es, wenn
wir fiir unsere 100 Franken eine Bank finden, die nicht jahrlich, sondern z.B.
halbjahrlich verzinst, einfach mit dem halben Zinssatz — also anstatt 2 % aufs
Jahr nur 1%, aber dafiir pro Halbjahr?” Anna: “Aus dem Bauch heraus wiirde
ich sagen, dass das doch aufs Gleiche rauskommt. . ."

Frage: Annas Bauchgefiihl ist leider falsch. Tatsachlich ware diese halbjahrliche Ver-
zinsung vorteilhafter. Weshalb? Hast du eine schlagwortartige Antwort, die du
auch rechnerisch begriinden kannst?!

Folgerung: Offensichtlich ergibt die Verzinsung mit einer kiirzeren Zeitspanne den
grosseren Ertrag! Wenn wir auf das Jahr hochrechnen resultiert ein hoherer
Kontostand, also ein hoherer Jahreszins als die urspriinglichen 2 %.

Frage: Wie sieht es aus, wenn wir die Zinsperioden weiter verkiirzen? Berechne den
neuen Jahreszins bei vierteljahrlicher, monatlicher, 1-wochiger (1 Jahr = 52
Wochen) und 1-tagiger (1 Jahr = 365 Tage) Zinsperiode.



Feststellung: Bei Verkiirzung der Zinsperiode wird der neue Jahreszins immer grosser.

Und weiter: Betrachten wir nun zur weiteren Analyse eine formal identische, aber
von den Zahlen her etwas fassbarere Vorgabe: Die “Wahnsinns-Bank” gibt ganze
100 % Jahreszins. Ohne Verkiirzung der Zinsperiode wiirde also Ende Jahr der
Kontostand verdoppelt.

Jetzt soll das Jahr aber in n gleich lange Zinsperioden aufgeteilt werden, sodass
der Zinssatz pro Periode 120%, also 1 betrigt. Notiere unter diesen Vorausset-
zungen. . .

e den Vergrosserungsfaktor a,, pro Zinsperiode: a, =

e den neuen Vergrosserungsfaktor A, pro Jahr: A, =

Frage: Liesse sich auf diese Weise der Jahreszins ins Unendliche steigern? Anders
gefragt: Wachst der jahrliche Vergrosserungsfaktor A,, ins Unendliche an, wenn
wir das Jahr in immer feinere Zinsperioden unterteilen, also n immer grosser
werden lassen?

Interessante Gedankenspiele: Das ist eine anspruchsvolle mathematische Frage-
stellung, wie uns Anna und Bruno anhand ihrer Uberlegungen vor Augen fiihren:

e Bruno: “Ja, A" wichst ins Unendliche, denn die Basis (1+ =) ist eine Zahl,
die grosser ist als 1, und sie wird mit dem Exponenten n potenziert, der
immer grosser wird.”

e Anna: “Nein, A" wachst nicht ins Unendliche, sondern wird im Gegenteil
irgendwann wieder gegen den Wert 1 streben, denn die Basis (1 + 1) geht
gegen 1, wenn n immer grosser wird — und 1" ist gleich 1, egal wie gross
der Exponent n wird.”

Irgendwie haben beide recht, aber mit unserer bisherigen Erfahrung lasst sich
kaum beurteilen, wer “mehr recht” hat. Wir kénnen aber ausprobieren. . .

Komplettiere dazu die folgende Tabelle:

Unterteilung n 1 2 5 10 100 1000 | 10000 | 100000
Faktor A™ = (1 + %)n
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Auswertung: Fiir n = 1000000 finden wir weiter: Aippoo00 =~ 2.718280496. Das
erinnert uns schwer an die Euler'sche Zahl e:

e ~ 2.718281828459. ..

Tatsachlich haben wir hier eine mogliche Definition dieser Euler'schen Zahl vor
Augen:

Definition: Die Euler’sche Zahl e ist die (irrationale) Zahl, der sich die durch

n

gegebene Zahlenfolge A, As, As, ... fiir immer grosser werdendes n be-
liebig genau anndhert. Wir sagen: “e ist der Grenzwert oder Limes, gegen
den (1+ 1)" strebt, wenn der Index n gegen unendlich geht.” Kurz:

lim,, .., A, steht fiir die Grenzwert- oder Limesbildung des von der Index n
abhangigen Ausdrucks A,,. Im gezeigten Fall soll n gegen unendlich gehen.

Wir werden uns spater genauer mit derartigen Limesbildungen auseinanderset-
zen und dann in einigen Fallen auch beantworten kénnen, wann der Grenzwert
iberhaupt existiert. Momentan mag es verwundern, dass die Euler'sche Zahl e
als Grenzwert einer solchen Zahlenfolge definiert werden kann. In der hoheren
Mathematik ist ein solches Vorgehen aber alltaglich. Trotzdem ist es bemerkens-
wert, dass die durch A, = (1+ 1)" gegebene Folge ihrem Grenzwert e beliebig
nahe kommt, diesen aber niemals erreicht, und dass dadurch die Zahl e dennoch
eindeutig festgelegt wird.

Zuriick zur Verzinsung: Nach diesen Uberlegungen ist klar: Auch wenn eine Bank
die Zinsperiode unendlich klein machen wiirde, so wiirde der neue Jahreszins
nicht ins Unendliche wachsen.

Bei der “Wahnsinns-Bank” mit urspriinglichem Jahreszinssatz von 100 % ent-
spricht die Zahl e gerade dem maximal moglichen Vergrosserungsfaktor A, pro
Jahr. Somit wiirde der neue Jahreszins p,e, mit unendlich feiner Verzinsung
einen Wert von

Av=e=14Ppeu = Pren=€—1~x2718—-1=1.718=171.8%

erreichen. Mehr ist nicht moglich!



12. Absolute und relative Veranderungen

Wachstum / Zunahme / Anstieg / etc.

Veranderung
(= Oberbegriff)
Verkleinerung / Abnahme / Zerfall / etc.

Gegeben sei eine Funktion f(x). Wir betrachten eine Stelle x; und gehen von dort
aus um einen bestimmten Schritt Ax weiter, wodurch wir zur Stelle 9 = 1 + Az
gelangen:

— a

[ i

W

Eine Veranderung des Funktionswertes beim Wechsel von 1 zu x5 wird typischerweise
auf eine der beiden folgenden Arten angegeben:

Af = absolute Verdnderung von f (wdhrend dem Schritt Az)

A
af _ relative Veranderung von f (wdhrend dem Schritt Ax)

h



Beispiel 1: Ein Auto beschleunigt in At = 6s von v; = 50 kTm auf vy = 80 kTm

Absolute Geschwindigkeitszunahme: Av =

A
Relative Geschwindigkeitszunahme: 2v
U1

Beispiel 2: Der Swiss Market Index SMI lag Ende Februar 25 bei i; = 12910 Punk-
ten. Heute (Ende Marz 25) liegt der Index bei i = 12850 Punkten.
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Wir halten fest:

e Die absolute Veranderung ist schlicht der Unterschied zwischen altem und neuem
Wert. Demzufolge wird er in derselben Einheit wie die sich verandernde Grosse
angegeben (kTm bei der Geschwindigkeitsanderung, Punkte beim Aktienindex).

e Die relative Veranderung beschreibt die Veranderung der Grosse relativ zum
Ausgangswert zu Beginn des betrachteten Schritts. Die Einheiten kiirzen sich
weg, sodass die relative Veranderung einfach eine Zahl ist, die typischerwise in
Prozenten angegeben wird.




Rep.: Vier allgemeine Parameter zur Modifikation einer Funktion

Gegeben sei irgendeine Funktion f(z) und ihr Graph G ;. Modifizieren wir diese Funktion gemass
f(z) —  faew(@)=A-f(B(x—=C))+D

so verandern die vier Parameter A, B, C' und D den Funktionsgraphen wie folgt:

Vertikale Streckung A: Der G wird vertikal mit dem Faktor A gestreckt.

Horizontale Stauchung B: Der G; wird horizontal mit dem Faktor B gestaucht.

Horizontale Verschiebung C: Der G wird horizontal um den Wert C' nach rechts verschoben.

Vertikale Verschiebung D: Der G wird vertikal um den Wert D nach oben verschoben.



