LOSUNGEN SERIE 11: Additionstheoreme und Doppelwinkelformeln

Trigonometrie Il / Schwingungen und Wellen / Klasse 155¢c / AGe

1. Durch Summen- resp. Differenzbildung lassen sich diese exakten Werte mittels der Additionstheoreme
bestimmen:
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(a) sin15° = sin(45° — 30°) = sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° = \/7— - % . % 5= %
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(b) cos15% = sin(45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30° = V2 5t V2 : V3 = u
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2. Wir berechnen die linke und die rechte Seite jeweils separat und vergleichen die Resultate:

(a) sin90° =1 und
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sin(60° + 30°) = sin 60° cos 30° + sin 30° cos 60 5 5 +2 2 4+4 v
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(b) cos45°® = \/7— und
2 2 2
c0s(90° — 45°) = cos 90° cos45° + sin 90° sin45° =0 - \/7— +1- % = % v
3 2 1 2
(c) sin120° =sin60° = \/7— und  sin(2 - 60°) = 2sin 60° cos 60° = 2 - g 5= % v
/3 2 V3 2
(d) cos270° =0 und cos(2-135°) = cos®135° — sin? 135° = (—7> - <7> =0 Vv
3. Mit den Additionstheoremen folgt:
. T . T .7
(a) sin <x+§) =sinz cos o +sin o cost=x-0+1-cosz =coszx
(b) cos (x—i— g) =coszT cosg —sinz sing =cosz-0—sinx-1=—sinx
3T 3T . 3T . .
(c) cos - &) =cos— COS$+SIH7 sinx =0-cosx + (—1) -sinx = —sinx

(d) sin(m —x) =sinm cosx —sinx cosT =0-cosz —sinz - (—1) =sinx

Bemerke: Mittels der Additionstheoreme lassen sich Beziehungen, die wir bisher mittels Symmetriebezie-
hungen haben verstehen kdnnen, jetzt auch rechnerisch relativ einfach iiberpriifen!



4. In beiden rechtwinkligen Dreiecken hat die Hypotenuse die Lange 1. Damit folgt fiir die Gegenkathete g

5.

und die Ankathete a zum Winkel 5:

g=1-sinp und a=1-cosf

Somit ergibt sich fiir die Flache des ganzen Dreiecks:

1 1 1 1
A =2 Asechtwinklig = 2 3 sin 8 cos 8 = 3 2sin 3 cos 8 = 3 sin(28) = - sina

[\

Dies ist ein Beispiel dafiir, wie hilfreich Additionstheoreme und Doppelwinkelformeln sein kénnen. Der
Schlussausdruck fiir diese Dreiecksflache ist extrem {iberschaubar und einfach geworden!

(a) Wir erhalten die folgenden Funktionsgraphen:

0 m/2 ™ 3m/2 2m

2

i. Es sieht so aus, als wiren f(x) = sin?z und g(z) = cos?z selber wieder Sinus- oder Cosinus-

funktionen!
i. Fiir  €]0; 5[ weist die Sinusfunktion sin 2 Werte zwischen 0 und 1 auf. Quadrieren wir eine solche
Zahl, so wird der Wert dadurch verkleinert. Beispiel: sin(%) = 1 = sin? I = (3)? = . Folglich

2
muss die Kurve von sin z im Intervall ]0; Z| stets unterhalb derjenigen von sinz verlaufen.

(b) Wir wollen die beiden Funktionen als parametrisierte Sinusfunktionen ansetzen: A-sin (B(z—C))+D).

Dafiir lesen wir ab: Die Perioden beider Kurven sind halb so lang wie diejenige einer unmodifizierten
Sinus- oder Cosinusfunktion, also P = 7 und somit B = 2?” = 2. Die Kurven “schwingen” um
eine mittlere Lage von D = 1 mit einer Amplitude von ebenfalls 2. Wenn wir in beiden Fillen mit
einer modifizierten Sinusfunktion arbeiten, so muss diese im Falle von sin® z um eine Viertelperiode,
hier also um 7 nach links verschoben werden. Bei cos® x ist es hingegen eine Verschiebung um eine
Viertelperiode nach rechts. Alles zusammen folgt:

! i <2(m— %)) +%
. sin <2<x+ %)) +%

Natiirlich kdnnten wir auch von Anfang an mit modifizierten Cosinusfunktionen arbeiten. Bei cos? x
wird auf diese Weise keine horizontale Verschiebung benétigt, bei sin® 2 hingegen eine um 7 oder —
eben geschickter — eine Spiegelung an der x-Achse, also eine Multiplikation mit —1 resp. einfach eine
negative Amplitude. So erhalten wir:

f(z) =sin’z z

g(x) = cos’ z L

o= N

1 1
f(z) =sin?z < 3 cos(2z) + 3

9 21

1
g(z) = cos®x = — - cos(2z) + 3

Das sieht irgendwie {ibersichtlicher aus als bei den Formulierungen mit der Sinusfunktion, einfach weil
wir mittels Cosinusfunktion keine horizontalen Verschiebungen einbauen miissen.



(c) Wir nehmen nun die Cosinus-Doppelwinkelformel und l6sen sie nach sin? z auf:

cos(2z) =1 —2sin’z & 2sin®z=1-cos(2z) & sinfz=_—

cos(2x)

N | —
N | —

Dieses Resultat entspricht bereits unserer Formulierung aus (b) unter Verwendung der Cosinusfunktion.
Wir wollen sin?z aber auch noch als modifizierte Sinusfunktion ausdriicken. Dazu iiberlegen wir:

Die negative (= an der xz-Achse gespiegelte) Cosinuskurve ist eine um % nach rechts verschobene

2
Sinuskurve: .
— cos(2z) = sin <2x — 5)

Damit folgt fiir sin® x:

sin2m—1+lsin(2x—ﬁ)—l—i—l-sin 2<x—ﬁ)
202 2/ 2 2 4
2

Das entspricht genau unserer Vermutung aus Aufgabe (b). Auf dieselbe Weise finden wir fiir cos® z:

cos(2z) = 2cos’z —1 & 2sin’z =cos(2x)+1 <& coslz = 5 + 3 cos(2x)

Auch hier wollen wir die Cosinus- noch durch eine Sinusfunktion ersetzen. cos(2z) entspricht einer um

5 nach links verschobenen Sinuskurve, also:

cos(2z) = sin (235 + g)

Und damit erhalten wir fiir cos? x:

coszx—l+lsin<2x+z>—
202 2/

1+1 . 2( +7r>
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Auch dies entspricht unserer Vermutung in Aufgabe (b).

6. Wir starten mit tan(2«) und formen kontinuierlich um:

i 1 1 sin o
tan(2a) = sin(2«) _ 2sinacosa o 2. sina _ 2tana
COS(QQ) cos? aw — sin2 o 1 1— sin? o 1 — tan2 o
cos? a cos2 o _

7. Betrachten wir zuerst die Sinusfunktion. Mit dem Additionstheorem, mit der Doppelwinkelformel und mit

cos? o = 1 — sin? a folgt:

sin(3a) = sin(a + 2a) = sin a cos(2ar) + cos asin(2a)

= sina - (cos? a — sin® a) + cos a - 2sin a cos a

2 2

= sin a cos® o — sin® o + 2sin o cos?

= 3sinacos® a — sin® a = 3sina(1 — sin? ) — sin® a

3

= 3sina — 3sin® a — sin® a = 3sina — 4sin® o




Auf dhnliche Weise finden wir fiir cos(3):
cos(3a) = cos(a + 2a) = cos a cos(2ar) — sin arsin(2«)

=cosa - (008204 — sin® a) —sina - 2sin a cos «

2 2

3 o — 2sin” v cos o

= cos” o — cos o sin

= cos® a — 3sin® avcos v = cos® a — 3(1 — cos® ) cos a

:cos3a—3cosa+3cos3a:4cos3a—3cosa

. Wir folgen dem Ldsungsrezept:

i. Es sind:

und sin 45° = cos 45° = 5

ii. Mit den Doppelwinkelformeln kdnnen wir damit zwei Gleichungen ansetzen:

22.5° =

45° V2
2

[

sin45° = sin (2 22.5°) = 25in22.5° cos 22.5° =

2
und cos 45° = cos (2 . 22.50) — c0s222.5° — sin222.5° = >

iii. Somit haben wir effektiv ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten gefunden.
Wir substituieren = sin 22.5° und y = cos 22.5° und schreibe damit die Gleichungen neu:

2wy = r=%
x2—y2:§ 2w2—2y2:\/§

Nun setzen wir die obere in die untere Gleichung ein und erhalten:

2 1 |
2% -0 =2 —— — 2= —— -0 =2 - dy?
z? — 2y o W W V2 | -4y
= 1-8y* =4v29? | +8y1 -1
& Syt —4v2yt —1=0

Diese quadratische Gleichung fiir 2 16sen wir mit der Mitternachtsformel:

2
2:4\/§i\/(4\/§) —4-8-(-) 42+ V332 4V2£V6I_ 4VIES V242
2.8 16 16 16 1

Da V2 < 2 ist, kommt nur die Lésung mit dem + in Frage, denn ganz links steht y2, was > 0 sein
muss. Nun miissen wir noch die Wurzel ziehen, um schliesslich cos 22.5° zu erhalten:

_ L j2HV2 V24 V2
4 2

Y

c0s22.5° =y

Wenn wir den Cosinuswert haben, ist der Sinuswert rasch bestimmt (Pythagoras!):

sin 22.5° = 1—(308222.50:\/1—2+4\/§:\/4_24_\/§: \/2;7\/5

Mit gleicher Vorgehensweise kdnnten wir nun exakte Sinus- und Cosinuswerte fiir noch kleinere Winkel
oder via Additionstheoreme exakte Werte fiir Winkel wie beispielsweise 52.5° = 30° + 22.5° erhalten.
Diese Rechnungen waren zwar umstandlich, aber eben grundsatzlich moglich.




