Ubung QF 4: Tangentenaufgaben — LOSUNGEN

Klasse 155¢c / AGe

1. Ansatz fiir die lineare Funktion durch (0,3) : g(z) =max +3
Schnittpunktgleichung: f(z) =g(z) = -222+3z+1=max+3 & —-222+B-m)z—2=0
..darf nur 1 Lsg. haben: D =b?—4dac= (3—m)?—4-(=2)-(-2) =m?—6m—7= (m—"T7)(m+1) =0
= mp=-1 oder mg=17

= Es gibt 2 passende Tangenten: t1(z) = —x+3 und t(z) =T7x+3

2. Ansatz fiir die quadratische Funktion: f(z) = az® — 2z + 5
Schnittpunktgl.: f(z) =g(z) = ar?—-22+4+5=-3z+% & ar’4+2-1=0
..darf nur 1 Lsg. haben: D =b>—4dac=1>-4-a-(-3)=1+a = & a=-1

Die Parabel Gy mit Tangente g ist also gegeben durch f(x) =

- : 2 1L
Beriihrungspunkt: —z°+2—-3 =0 <&

(z —
= y=9(3)=-33+3=2 = BGP)

3. Geradeg: 2r—y=-2 <& y=2r+2 = Steigungm=2
= Ansatz fiir die Tangente: t(z) =2z +¢q
Schnittpunktgl.: f(z)=t(z) = 522 -3z+2=22+q & 52°-52+2—-q=0
..darf nur 1 Lsg. haben: D =02 —4ac=5%—4-5-(2—¢q) = —15+ 20q 10 o q:%

Beriihrungspunkt: 522 — 5z +2 — 3 =522 — 5z + 2 = 5(z — 1)? 20 & o= i

~ y=h=24+3=1 = BGY

4. Die durch y = s beschriebene Gerade ist eine Horizontale. Deshalb kann der Beriihrungspunkt mit der
Parabel G}, nur in deren Scheitelpunkt liegen. Es gilt also lediglich die y-Koordinate dieses Scheitelpunkts zu

bestimmen:
u = =—=—-4 = v=p(-4)=(-4)"+8-(-4)+1=16—-32+10= -6
2 2-1
Fir den Parameter s ist somit der Wert s = —6 zu wahlen.

5. Ansatz fiir die QF:  f(z) = a(z — 3)? + 1 = az? — 6az + 9a + 1
Schnittpunktgl.: f(z) =g(x) = ar?—-6ax+9%a+1=-22+3 < ar’+(2—6a)z+9%—-2=0
..darf nur 1 Lsg. haben: D =b%* —dac=(2—6a)> —4-a-(9a —2) = —16a + 4 20 & a=

= Die Parabel Gy mit Tangente g ist also gegeben durch f(x) = i(m -3)2+1= imQ — %CE + %.

Beriihrungspunkt: 456 24+ (2- i) +9
= y=g(-1)=-2-(-)+3=5 = B(-L15)

6. Ansatz fiir die QF:  f(z) = -3 (z —u)?+3=—32% +uz —1u?+3
Schnittpkt.gl: f(z)=g(z) = —-i2’+ur—Liuv*+3=2-2 & —1a?2+(@u-1z—3u?+5=0

..darf nur 1 Lsg. haben: D:b2—4ac:(u—1)2—4-(—%)-(5—%u2):—2u+11éO & u=14




7. Ansatz fiir die QF mit Offnung 3 und y-Achsen-Schnitthdhe 1:  f(z) = 222 4+ bz + 1
Schnittpkt.gl: f(z)=g(z) = 12?2+br+1=22—-1 & 122+(b-2)2+3=0
!

...darfnur 1 Lsg. haben: D= (b—-2)%-4-1.93=02—-4b-5=(0b+1)(b—5) =0
= by=-1 oder by=5

+1
Schnittpkt.gl.:  f(z) =g(z) = %xQ—i—Z:U—{—%:mx—%m—kl & %x2+(2—m)x+#—
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...darf nur 1 Lsg. haben:

= mlz% oder mp=1 = 91(:6):756—

9. Funktionsansatz fiir eine Tangente durch den Ursprung: g(z) = ma
Ausmultiplikation der QF:  f(z) = —2(z—2)2 —2=—222 484 18
Schnittpkt.gl:  f(z)=g(z) = -22’+%2-B=mz & -222+(E-m)z-2=0
...darf nur 1 Lsg. haben: D =b*>—4dac= (8 —m)? —4-(-2)-(-18) :m2—1—56m+%—%
—m2 =1, 16— 152 _16m —16) = L (5m+4)(m—4) = 0
T

oder mo=4 = g(z)=—2z oder gs(z)=4x

(SIS

= mp = -

Beriihrungspunkt 1: —%xQ—i—(%—F%)x—l—gg;O & 22-6r+9=0
& (2-32=0 & z1=3 = y=98)=-13=-2 = B3,-2)

Beriihrungspunkt 2:  h(z) = —22%+ (8 —4)z — & 20 & 22+62+9=0
& (@+32=0 & 29=-3 = y=g(-3)=4-(-3)=-12 = By(-3,-12)



gix+dy=6 & gr)=-1a+3

10. g als lineare Funktion:
Schnittpunkte ermitteln:  f(z) =g(z) = 12?-a2-1=-12+2 & 1(22-32-10) =0
Ty =—2 oder z9=5

& (z+2)(z-5H)=0 <
=  Schnittpunkt 1: y; =g(-2)=-1.(-2)+2=2 = B(-2,2)
__1 3 _ 1 1
=-—39ts=3 = B53)

= Schnittpunkt 2: yy = g(5)
Ansiatze fiir die beiden Tangenten an f in diesen beiden Schnitt- resp. Beriihrungspunkten

ti(z)=m(x+2)+2=mz+2m+2 und ts(z) =m(z—5)+3=mz—5m+ 1
Ermittle Tangente an f in Schnittpunkt By, also mit ¢;(x):
Ly z—1=maz+2m+2 & i

Schnittpkt.gl.:  f(z) =ti(z) = gz
...darf nur 1 Lsg. haben: D =b*>—4ac=(m+1)2—4-1.(-2m —3)

—m2 4t dm+4d=(m+22 =0 & my=-2

22— (m+1)z—2m—3 !

ti(x) = —2x — 2

= ti(r)=-20+2)+2 <
Ermittle Tangente an f in Schnittpunkt By, also mit t5(z):
Schnittpkt.gl.: f(z) =t2(z) = 32 —-z—-1=ma—-5m+1i < 1
...darf nur 1 Lsg. haben: D =% —dac=(m+1)2—4-1-5m—2)=m
= (m — 2)? 20 & mp=

22— (m+1)z+5m—3 =
2

—3m+%

Nl —~

= bH@)=3@@-5+1 & t@)=3s-2
Schliesslich kdnnen wir den Schnittpunkt der beiden Tangenten bestimmen:

—3.,._29 -3
2r-2=5x—-% < x3=3

tl(m) = tg(x) =

Z)=-2-2-2=-5 = S, -5




11.

Wandle zunichst f(x) in die Scheitelpunktform um!
f@=322+2+ 2 = u=g=71=-2 = v=fW=f(-2)=74-2+F =%
= J@)=3@@+2?+ 4

Bei der gesuchten Parabel bleibt alles gleich, bis auf die z-Koordinate des Scheitelpunktes!

= Ansatz fiir horizontal verschobene Parabel: p(z) = 1(z —u)? + & = 12? — Jur + 30+ 4

Schnittpkt.gl.: p(z) =g(z) = 12®—tur+iu*+E=32-4
e 122 Gut+de+ie?+ 0
...darf nur 1 Lsg. haben: D=0 —dac=(Lu+3)?2—4.-1. - 3u>+3)=3u+ 22
—3(u-320 & u=3
Bei der Parabel f war u = —2, damit sich aber eine Tangentensituation mit g ergibt, muss u = 3 sein. Das

bedeutet, die urspriingliche Parabel f muss um 5 nach rechts verschoben werden!

Zum Schluss bestimmen wir den Beriihrungspunkt B:

Parabel mit Tangente g: p(z)=1(z—3)?+ % =122 -3 2+5
= Schnittpkt.gl.: p(z)=g(z)i2’—22+5=32-4 & L(z-6) 0 = 2=6

= y=g(6)=3-6-4=5 = B(6,5)

Zum Abschluss dieser Aufgabe die zugehorige Grafik:




12. Ansatz fiir die lineare Funktion zur Gerade durch P(1,1): g(z) =m(z—1)+1=mx—m+1
Schnittpkt.gl.: f(z)=g(x) = —-2’4+c=mz-m+1 & —-2’—mz+c+m—-1=0

!

...darf nur 1 Lsg. haben: D =02 —dac=m?—4-(=1)-(c+m—1)=m?+4m+4(c—1) = 0

— 2_4.1. — — —(c—
& my= 4+4/4 2414(c ) _ —4d4 21 D _ _o919/5"2

Damit dieser Ausdruck existiert, muss ¢ < 2 sein. Im Fall ¢ = 2 gibt es nur eine einzige passende Steigung

m. Dann liegt offenbar P(1,1) auf der Parabel f und somit gibt es auch nur eine einzige Tangente.

Fiir alle ¢ > 2 liegt der Punkt P(1,1) innerhalb der Parabel, sodass keine Tangente an f durch diesen Punkt
verlaufen kann.

Fiir alle ¢ < 2 liegt der Punkt P(1,1) ausserhalb der Parabel, sodass sich eben zwei Tangenten (mit unter-
schiedlichen Steigungen m) ergeben.

Fiir die Gleichungen der beiden Tangenten erhalten wir:
gi(x)=mi(z—1)+1=(-2-2V2-¢)(z—1)+1=(-2-2y2—c)x+3+2V2—c¢
gx)=ma(z—1)+1=(-24+2V/2—-¢)(z—1)+1=(-2+2y2—c)x+3-2V/2—c¢

Betrachten wir schliesslich noch die Grafiken zu verschiedenen Werten von c¢;
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13. Mit P(0,3) auf der Parabel folgt fiir den QF-Ansatz: f(z) = ax? + bx + 3
Aus jeder der beiden Geraden, die Tangenten an f sein sollen, erhalten wir eine Gleichung fiir @ und b:

Schnittpkt.gl. 1:  f(z) =g(z) = ar®+br+3=62—-LY & a?+0b-62+%=0

...darf nur 1 Lsg. haben: D = (b—6)? —4-a-% =b>—12b+ 36 — 50a <0
Schnittpkt.gl. 2 f(z) = h(z) = az’+br+3=-10z2—-3 <& a4+ (b+10)z+2=0

!

...darf nur 1 Lsg. haben: D = (b+10)2—4-a-$ =b*>+20b+100— 18z = 0

Damit haben wir ein Gleichungssystem in den Unbekannten a und b erhalten. Sicher eliminieren wir zuerst
den Parameter a, weil er nur linear auftritt (kgV (18, 50) = 450):

b2 — 12b+ 36 — 50a = 0 —9b% + 108b — 324 + 450a = 0
b2 + 200 4+ 100 — 184 = 0 2562 + 5006 + 2500 — 450a = 0

= 160> +608b+2176 =0 < 16(b+34)(b+4) =0 < b =-34 oder by=—4

In beiden Féllen schliessen wir auf den Parameter a und erhalten so die vollstdndige Funktion:

e 50a; = b2 —12b; +36 =342 +12-34+36=4- (172 +3-344+9) =4- (289 + 102 + 9) = 4 - 400
& 50ap =1600 < a1 =32 = fi(x)=3222 34z +3

e 50as = b3 —12b5+36 =16 +48 +36 =100 < ay=2 = fo(x)=22%—4x+3

Wir haben somit zwei Parabeln gefunden, zu denen g und h Tangenten bilden. Schauen wir uns die zugehérige

Grafik an.
Achtung! Die Grafik ist vertikal anders skaliert als horizontal, sodass wir die entscheidende Region gut sehen
konnen:!
)
15
filz) = 3222 - 34z + 3
10
fol) = 22> — 4z + 3
h(z) = 410z — =
X
-1.5 -1 -0.5 3

'In GeoGebra kdnnen wir diese unterschiedliche Skalierung einfach durch einen Rechtsklick auf einen leeren Bereich des Koordina-
tensystems erreichen und dann unter xAchse : yAchse das Skalierungsverhiltnis auswéhlen.



