5 Optimierungsaufgaben mit quadratischen Funktionen

Alle Parabeln weisen einen Scheitelpunkt S(u,v) auf. Bei Offnung nach oben ist dies der tiefste, bei
Offnung nach unten der héchste Punkt auf der Parabel. Im Wertebereich der zugehérigen quadratischen
Funktion f(x) gibt es somit ein Minimum (= Minimalwert) oder ein Maximum (= Maximalwert).

Parabeln besitzen also stets ein Extremum v (= Oberbegriff fir Maximum und Minimum =
Extremalwert in die eine oder die andere Richtung).! Die zum Extremum gehdrende Stelle 2 = u
wird als Minimal-, Maximal- oder eben Extremalstelle bezeichnet. Den Scheitelpunkt S(u, v) selber
nennt man Extremalpunkt resp. Maximal- oder Minimalpunkt.

Wie wir herausgefunden haben, ist es ein Leichtes bei gegebener Funktionsgleichung f(z) den
Scheitelpunkt S(u,v) zu bestimmen:
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flx)=az? +bx+c = U= _—
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v=f(u)
Das bedeutet aber, dass sich bei Zusammenhangen, die durch quadratische Funktionen beschrieben
werden, Extremalstellen und -werte bestimmen lassen und wir somit optimieren konnen.

Viele Probleme in Wirtschaft und Naturwissenschaft fiihren auf sogenannte Optimierungspro-
bleme. Man strebt z.B. nach dem maximalen Gewinn, nach minimalen Kosten, minimalem Material-
verbrauch usw. Oft 16st man solche Probleme, indem man eine Funktionsgleichung aufstellt, die das
Problem modelliert und dann von dieser Funktion das Maximum bzw. Minimum sucht. ..

Beispiel: Eine maximale Flache im Koordinatensystem

Wir betrachten den ersten Quadranten in einem x-y-Koordinatensystem. Er wird von der durch g :
3x+ 5y = 15 gegebenen Gerade durchquert. Jeder Punkt P € g im 1. Quadranten definiert zusammen
mit dem Ursprung ein Rechteck (Seiten parallel zu den Achsen).

Frage: Welche Koordinaten hat der Punkt P, wenn die Flache des Rechtecks maximal, also so gross
wie moglich, sein soll? Wie gross ist diese maximale Flache?

Voriiberlegung: Natiirlich kdnnten wir einfach ein N
paar Positionen fiir P ausprobieren, die Flachenwerte Y 1. Quadrant
vergleichen und uns so schrittweise dem Maximum Y P

nahern, aber das ware weder ein elegantes noch ein . B+ 5yl= 15

sonderlich zielgerichtetes Vorgehen. Trotzdem ist es )

niitzlich sich die Situation rasch vor Augen zu fiihren Py

und zu verstehen, dass es da vermutlich ein Maximum N |

aufzuspiiren gibt. So habe ich in der Grafik rechts drei \P-
mogliche Positionen von P eingetragen, eine nahe an [ T\i v
der y-Achse (P;), eine nahe an der z-Achse (P3) und 0 1 2 3 2 5 i

eine irgendwo mittig dazwischen (P). Man sieht
deutlich, dass die mittlere Position zu einer grésseren Flache fiihrt als eine der dusseren Positionen,
denn auf den Aussenpositionen ist entweder die Liange oder die Breite des Rechtecks sehr klein. Es
ist ganz plausibel, dass die Rechtecksflache also fiir igendeine Position von P zwischen P; und P
maximal wird.

Antwort: Bei der Losung einer solchen Fragen miissen wir uns zundchst an der zu optimierenden Grosse,
hier also an der Rechtecksflache orientieren. Die Flachenformel A = [-b ist unsere Zielfunktion, deren
Maximum wir aufspiiren wollen.

1Die Mehrzahl von Minimum, Maximum resp. Extremum lautet iibrigens Minima, Maxima resp. Extrema.



Setzen wir den Punkt P variabel an, also P = (z,y), so kdnnen wir die Zielfunktion mit den
Koordinaten von P notieren, denn die eine Seite des Rechtecks hat die Linge = und die andere die
Lange y:

Alz,y) =y
Zunachst hangt diese Flache von beiden Koordinaten von P ab, also von z und von y, was ich durch die
Schreibweise A(z,y) (“A von x und y") zum Ausdruck bringe. Wir kennen allerdings eine zusatzliche
Nebenbedingung, durch die sich eine der beiden Variablen eliminieren Idsst. Der Punkt P soll ja auf
der Geraden g : 3z + 5y = 15 liegen. Es gibt also eine zusatzliche Abhangigkeit zwischen x und y,
durch die sich beispielsweise y als Funktion von x ausdriicken l3sst:

3 3 3
3r+5y=15 & y(az):—g:v—i—?) = A($):$-y($):$<—g$+3>:—5$2—|—3$

Jetzt hiangt die Zielfunktion nur noch von der Variable x ab. Und es handelt sich um eine QF mit

negativem Offnungsparameter a = —%! Diese Funktion besitzt also tatsdchlich ein Maximum, das wir
sofort bestimmen:
—b -3 5 3 5 3 3 5 3
YT T2 (Y T 2 ylu) =55+ 37773 (2’2)

Die y-Koordinate von P erhalten wir durch Einsetzen der Maximalstelle u in die Nebenbedingung y(x).
Schliesslich wollten wir noch wissen, wie gross die maximal mogliche Rechtecksflache effektiv ist. Dazu
setzen wir die Maximalstelle u in die Zielfunktion A(z) ein:

5 3, 3 /5\° 5 15 15 15
v—A(u)—A<§>——gu +3u-—g-<§> +3-§——Z+7—£

Wir haben herausgefunden, dass der Punkt P mit maximaler Rechtecksfliche gerade in der Mitte
zwischen den beiden Achsenschnittpunkten von g liegt.

Halten wir zum Schluss unsere Schritte in diesem Beispiel nochmals ganz allgemein fest, damit wir
kiinftig ein Rezept fiir hnliche Optimierungsaufgaben zur Hand haben:

Rezept fiir Optimierungsaufgaben
(= Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen)
Schritt 1: Aufstellen der Zielfunktion

Die zu optimierende Grésse wird als Funktion f einer oder mehrerer Va-
riablen x, y, etc. angesetzt — Zielfunktion.

Bsp.: f = f(x,y) bei zwei Variablen x und y

Schritt 2: Einbezug der Nebenbedindung(en)

Falls die Zielfunktion von mehreren Variablen abhangt, miissen zusatzliche
Gleichungen (— Nebenbedingungen ) dafiir sorgen, dass sie nur noch von
einer einzigen Variable abhingt.

Im Bsp.: Nebenbedingung y=vy(z) = f(z,y) = f(x)

Schritt 3: Bestimmung der Extremalstelle / des Extremums

Falls die Zielfunktion eine quadratische Funktion ist, ldsst sich ihre Ex-
tremalstelle v und ihr Extremum v = f(u) bestimmen.

Aligemein: f(z) =az? +br+c = u= E—CIL’ und v = f(u)




