Ubungen zum EF Physik des 20. Jahrhunderts

Serie 12: Komplexe Zahlen, freies Teilchen und
Differentialgleichungen der klassischen Mechanik — LOSUNGEN

1. Ein paar Ubungen mit komplexen Zahlen
(a) Mit 2y =1—2i, 20 = —2+41iund z3 = —3 — 4i ergibt sich:
oz tay=(1—20)(—241)+ (-3 —4i) = 24+i+4—-2% -3 —4i=-3+i
i. (s2—21) 23=(—2+i—(1—2i)(-3—4i) = (-3 +3i)(—3 —4i) =21+ 3i
i, 2] 2025 = (14+2i)(—2+1)(-3+4i) = (—4-31)(-3+4i)) =24 -Ti

V. |as)? = |zo| - |z =32 442 — V12422 /22 412 =25 — V55 =20

(b) Wir erhalten:

=1 il=1i #=-1 P#=ifi=-i =@ =(-1)%*=1 et
Ganz allgemein gilt firn € Z: i =1, i"tl=1, jn+2 1, it =_§
(c) Wir landen wieder bei Potenzen von i:
T ~ j3m . - iz
=e2 =i, zm=e"=-1, z3=¢€2 =—i, zm=e7=1, 25=€ 2 =—i

(d) Die Umwandlung von der Euler-Darstellung in die Summenschreibweise ist vergleichsweise simpel,
weil €' einfach durch die Euler-Formel als Summe cos ¢+isin ¢ geschrieben werden kann. Danach
sollte man noch die exakten Werte der hier enthaltenen Winkelkoordinaten kennen:

. 3m 3 3 2 2
21:2@137 :2<cos£—|—isinzﬂ-> :2<—§—|—i\/7—> = —V2+1i1V2

. _ _ 1 3
29 = 2V/3e i3 :2\/§<cos?ﬂ+isin?ﬂ> — 923 (——i£> — /3 - 3i
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(e) Die Berechnung des Betrages r fallt leicht: » = /22 + y?. Bei der Winkelkoordinate ¢ ist

es ein wenig umstandlicher. Sicher ist, dass tanp = %st% = % Das bedeutet, es muss wohl

mit arctan(¥) gearbeitet werden. Allerdings ist der Tangens m-periodisch und nicht etwa 27-
periodisch. Das bedeutet, die Umkehrfunktion Arcustangens deckt sicher nicht den gesamten
Winkelbereich von z.B. —m < ¢ < 7 ab. Effektiv ist Arcustangens beschrinkt auf das Zielinter-

vall | — Z; Z[. Die Arcustangensfunktion kann keine anderen Werte ausgeben.

Es ist auch ganz klar, weshalb da eine Problematik entsteht, denn wenn wir z.B. zwei komplexe
Zahlen 2 +1i und —2 — i betrachten, so ergibt % in beiden Fillen einfach % womit dann auch der
Arcustangens dieses Verhiltnisses denselben Wert aufweisen wiirde.

Effektiv bleibt uns nichts anderes iibrig, als nach der Arcustangensberechnung nochmals iiber
den Winkel nachzudenken. Fiir komplexe Zahlen im 1. und im 4. Quadranten der Gauss'schen
Zahlenebene ist alles in Ordnung, aber fiir Zahlen im 2. und im 3. Quadranten miissen wir die
Winkelkoordinate hinterher noch anpassen, sodass sie wirklich in den jeweiligen Quadranten passt.



Die Aufgabe enthilt vier Zahlen, die alle in einem anderen Quadranten liegen, sodass wir das
oben Gesagte nun vollstindig in Beispielen zu sehen bekommen:

21 =343 = r=+132+32=3V2

3
1. Quadrant = ¢ = arctan <—> =

3 = 21:2\/§6i%

T
4

m=-3+v31 = r=\324+/3°=v12=2/3

3 5 5

2. Quadrant = ¢ = arctan (%) + 7T = —% + 7T = % = 29 = 2\/561%
z3=-5-5 = r=+/52+452=5V2

-5 3 3

3. Quadrant = = arctan (—5> — 7T = % = _Zﬂ = 23= 5\/56_‘3T

u=1—4 = r=+v12+42=v17
4 )
4. Quadrant = @ = arctan (T) ~—1.326 = oz~ V17 1320
(f) Eine komplexe Zahl zu konjugieren bedeutet, den zugehdrigen Punkt in der Gauss'schen Zahlene-
bene an der reellen Achse (z-Achse) zu spiegeln. Das bedeutet, um zu z* zu gelangen, muss von

der reellen Achse aus nicht mehr der Winkel ¢, sondern stattdessen der Winkel —¢ abgetragen
werden. Am Betrag r der Zahl dndert das Konjugieren nichts. Wir halten somit fest:

z=re? = ZF=re ¥
(g) i. Wir kdnnen das direkt durch Verwendung der Summenschreibweise zeigen:
Vet oz = V(w4 i) (@ —yi) = Va? — (yi)2 = Va2 — 22 = Va? + 12 = |2

ii. Aus Aufgabe (f) wissen wir, dass das komplex Konjugierte von z = re¥ in der Euler-
Darstellung durch z* = re™¥ gegeben ist. Somit folgt:

2z =re e = p2ellete) = 20 = 2 = |z|?

In der Euler-Darstellung z = rel? ist r eben genau der Betrag von z. Die Winkelkoordinate
muss bei der Betragsberechnung ganz unbedingt wegfallen!

(h) Wir erhalten die rechts gezeigten Punkte. C iy itk 55

(i) Die Multiplikation einer komplexen Zahl z ) [~
erzeugt eine Drehung von 90° im Gegen- 2i
uhrzeigersinn um den Ursprung der komple-
xen Zahlenebene. Es findet keine Streckung &)
zum oder weg vom Ursprung statt, weil |
lei¥| = 1. §
Die Zahl —1 + 3i hat den Realteil —1 und 2 1 0 m
den Imaginarteil 3 und befindet sich im 2. X . N3
Quadranten. Drehen wir diese Zahl um 90° il ) -
im Gegenuhrzeigersinn um den Ursprung, '
so wird der neue Realteil —3 und der neue 1
Imaginarteil —1 sein. Es gilt also:

€2 (=143 =—-3—1i

Die neue Zahl befindet sich jetzt im 3. Quadranten.



(j) Fakultative Zusatzaufgabe: Wir haben die Euler-Formel kennengelernt: ¢! = cos ¢ + isin .
Offenbar |3sst sich die Exponentialfunktion €!¥ als Linearkombination (= Summe) einer Cosinus-
und einer Sinusfunktion notieren.

i. Wir konnen die Antwort direkt aufschreiben:
e 7% = cos(—¢p) +isin(—¢) = cos ¢ — isin @
ii. Nun konnen wir die beiden Gleichungen
el = cosp +isingp |®
e ¥ =cosyp +isinp |@
als Gleichungssystem fiir die beiden “Unbekannten” cos ¢ und sin ¢ auffassen. Daraus folgt:
D+ @: €Y +e Y =cosp+isinp+ cosp —ising = 2cosp
D—@: €¥—e ¥ =cosp+ising —cosp+ising = 2isingp
Somit lassen sich cos ¢ und sin ¢ als Linearkombinationen von €% und e~¥ notiert werden:

elv 4 e~i¢ . ey — e~i¢
cosgo:# und smgp:T
i

iii. Zunichst leiten wir den Ausdruck fiir sin ¢ ab (ist ein wenig einfacher):

.y d [e¥ —ei¥ e i—e . (i)
[sinp] = — - = -
dep 2i 2i
i(ei@ + efi@) eiﬂo _|_ eiiw
= 5 = 5 =cosp

Und ebenso fiir cos ¢:

) d /e + e-iv e i+ e . (i)
[cos | = — =
de 2 2
i(ei‘P — e_i‘p) i ey — ey .
S T 4

Wir sehen, wie die inneren Ableitungen i und —i der Exponenten im Komplexen die entschei-
dende Rolle spielen.

2. Die ebene Welle als Lésung der Schrédinger-Gleichung fiir das freie Teilchen

Diese Losungen werden zu einem spateren Zeitpunkt verfasst!

3. Grundsstzliches zu Schrédinger-Gleichung und Wellenfunktionen

Diese Losungen werden zu einem spateren Zeitpunkt verfasst!



4. Zwei Reibungsarten: Veranschaulichungen zum Aktionsprinzip als Differentialgleichung

(a) Konstante Reibungskraft (z.B. Rollreibung)

Zuerst leiten wir den gegebenen Funktionsansatz zweimal ab:
z(t) = A+ Bt + Ct? = 2@t =B+20t =  I'(t)=2C
Soll die DGL stimmen so folgt:

a'(t)=2C=~pg & Cz—% = :E(t):/H—Bt—%tZ

. Dies ist die allgemeine Losung fiir die Bewegung eines Korpers bei konstanter Bremsbeschleu-

nigung —ug. Sie muss nun noch an die Anfangsbedingungen z(0) = 0 und v(0) = 2/(0) = vy
angepasst werden. Hierdurch werden die beiden Parameter A und B festgelegt:

CE(O) = A ; 0 und LE/(O) =B ; U0 = .’E(t) — ’U(]t _ %tQ

Das ist die altbekannte Bewegungsgleichung x(t) = vot+§ t2 zur gleichmissig beschleunigten
Bewegung mit Anfangsgeschwindigkeit vy und Beschleunigung a = —pug (Startort 29 = 0).
Der Wagen steht still, wenn v(t) = 0 ist. Daraus folgt fiir die Zeit tenq bis zum Stillstand:
U(tend) = vy — Hg tend ; 0 = tena= al
ng
Und somit ergibt sich fiir den Ort des Stillstandes resp. fiir die zuriickgelegte Strecke:

2 2 2 2 2
vo Mg [ Vo v, Y Y, 1 Y
rg 2 \pg Ky 219 pg 2 2pg

. Fiir die Dauer der Bremsung und die Bremsstrecke erhalten wir:

v 1 V2 (1)

fond = 2 = ——5__ —35 nd  Tend = o0
ed =g T 002-103 00T Fend

Hier die zugehorigen Bewegungsdiagramme:

Ort x (m) (tends Tena) = (55,2.5m)
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(b) Bremskraft proportional zu v (z.B. Wirbelstrombremsung)

i. Erneut starten wir mit dem Ableiten des Funktionsansatzes:
z(t)=A+ Be ™M = 2'(t) = —ABe ™M = 2"(t) = N2Be ™M

Einsetzen in die DGL liefert:

—Bz'(t) =ma"(t) = —B(=AB)eM=mMBe M = f=m\A & I= s
m
Der Ansatz I6st also diese lineare, homogene DGL 2. Ordnung (die Variable ¢ fallt komplett

raus), wenn fiir den Parameter A gilt: A = %
ii. Die Parameter A und B werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt:

2(0)=-ABe® = - A\B £y = B=-2-_U0
A B
x(O):A—FBeO:A—i-B;O = A:—B:%
Damit folgt fiir die eindeutige Funktion und ihre beiden Ableitungen:
_ vom vom _By vom _By
= g
© g B g
()= ABe M= P tom 2y -2
€z ( ) € m 3 e Vg €
2
2"(t) = X Be™M = <é> . (—M> eTmt = _wb et
m I3 m
iii. Die Geschwindigkeit nimmt somit exponentiell ab. Daraus folgt fiir die Bremszeit tcnq:
_By ! _By
U(tend) =vge m'end = 0 & e mtend = (0 = {,q ="

Die Gleichung fiir tenq hat keine Losung, denn die abfallende Exponentialfunktion e_%tend
nimmt niemals den Wert 0 an. Sie kommt dem Wert O fiir t.,q — oo nur beliebig nahe. Das
fiihrt uns zur komischen Aussage, dass der Wagen unendlich lange weiter rollt, also eigentlich
nie zum Stillstand kommt.
Ergibt es dann iiberhaupt Sinn nach der Strecke bis zum Stillstand zu fragen? Miisste der
Wagen jetzt nicht unendlich weit rollen? Die Antwort lautet: Nein! Fiir unsere Ortsfunktion
ergibt sich namlich im Limes fiir t — oo:

o = Jim o(6) = Jim == (1 =7 ) = T (1-0) = 7
D.h., der Wagen kommt dem Ort zonq = % beliebig nahe, erreicht ihn aber streng genom-
men niemals!
In der Realitat stimmt das ewige Weiterfahren natiirlich nicht, denn es gibt erstens das perfekt
reibungsfreie Rollen nicht, d.h., es kime noch eine Rollreibung vergleichbar mit derjenigen
unter (a) hinzu. Aber selbst wenn es die perfekt reibungsfreie Rollbahn gébe, wiirde die
Exponentialfunktion z(t) in nicht allzu langer Zeit so nahe an x.,q heranriicken, dass der
Unterschied zu zcpg, also Y22 - e_%t, unter eine Haarbreite fallen wiirde. In iv. rechne ich
das mit den gegebenen Werten mal kurz durch.
Auf jeden Fall ware die makroskopisch beobachtbare Bewegung rasch zuende.



iv. Zunichst stellen wir fest, dass z”(t) fir t = 0 den Wert —% ergibt. Daher muss dieser
negative Bruch als Anfangsbeschleunigung aufgefasst werden. Zusammen mit Zeng = %
konnen wir die Bewegungsfunktionen nochmals iibersichtlicher notieren:

_B _B . vom
.%'(t) = Tend — Lend € m 't = Tend (1_6 mt> Mit  ZTepd = 3
/ —Ly
v(t) =2'(t) =vge m
_s . v/
a(t) =2"(t) =age m? mit ag = ———
Wir setzen die gegebenen Werte ein und erhalten fiir z¢nq und ag:
m m N
vom 13 -2kg 003 1301 e m
Tend = = ~— = 20m und aw=—-——=—"—"—77—"—=-0055
B 0.1 =~ m 2kg s
m/s
Damit lassen sich die drei Bewegungsdiagramme bequem skizzieren:
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Wie immer bei abnehmenden Exponentialfunktionen kénnen wir die Halbwertzeit 77/ be-
rechnen, die uns sofort ein besseres quantitatives Verstandnis ermoglicht:

1
U(Tl/Q) :UOQ_%TUQ ; % = e_%Tl/2 ; 5
mln2 2kg-In2
s T = = ~ 13.9s
RARC 01

Nach etwa 14s ist die halbe Strecke bis z¢nq zuriickgelegt und sowohl die Geschwindigkeit,
als auch die Beschleunigung sind auf die Halfte ihrer Anfangswerte gesunken.
Nun mochte ich noch beantwortet haben, nach welcher Zeit der Wagen nur noch eine be-

stimmte Lange d von zenq entfernt ist. Dafiir folgt:
d m Tend
-In =—-In < >
Lend ﬁ d
Dabei habe ich ausgenutzt, dass —In 7 = ln% ist.
Bestimmen wir damit, nach welcher Zeit der Wagen nur noch eine typische Haardicke (ca.
75 um) von Tepq entfernt ist:

8
Tend — T(t) = Tenge m ' 1d o t=-—

@| 3

m Tend 2 kg 20m
tHaar = — -1 = : ~ 250
B ™ e 0.1 0.000075m i

Makroskopisch hat der Wagen also nach etwa vier Minuten angehalten.
. Wie wir schon langst herausgefunden haben, stehen A = —B = ”Oﬁm = Zopq flir die Endweite,

der der Wagen fiir ¢t — oo unendlich nahe kommt.




